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Дослiджено екстремальнi задачi в теорiї однолистих функцiй. Пiдсилено добре вiдому
нерiвнiсть для внутрiшнiх радiусiв неперетинних областей.
Оценки различных функционалов, заданных на классах взаимно неналегающих обла-
стей, представляют известное классическое направление геометрической теории функций
комплексного переменного (см. [1–14]), многие результаты которого получены благода-
ря решению соответствующих экстремальных задач. Одним из важных элементов иссле-
дования экстремальных задач является теория квадратичных дифференциалов. Полное
описание глобальной структуры траекторий положительного квадратичного дифферен-
циала на конечной римановой поверхности (см. [3]) дает основная структурная теорема
Дженкинса.
Новые возможности для данной теории возникли благодаря методу кусочно-разделяю-
щего преобразования, позволяющему при определенных условиях сводить задачи с боль-
шим числом неизвестных параметров к задачам с меньшим их числом. Это обстоятель-
ство дало возможность решить ряд трудных задач (см. [5–12]). В последнее время воз-
рос интерес к экстремальным задачам со свободными полюсами соответствующих квадра-
тичных дифференциалов (см. [5–12]). Задачи такого типа рассматриваются в настоящей
работе.
Обозначения и определения. Пусть N, C — множества натуральных и комплексных
чисел соответственно. Как обычно, C = C
⋃{∞} — есть расширенная комплексная пло-
скость или сфера Римана.
Системой неналегающих областей (с. н. о.) называется конечный набор произвольных
областей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2, таких, что Bk ⊂ C, Bk
⋂
Bm = ∅, k 6= m, k, m = 1, n.
Произвольный набор точек An = {ak}nk=1, ak ∈ C \ {0}, k = 1, n, n ∈ N, n > 2, подчиненных
условию
0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < · · · < arg an < 2pi,
назовем n-лучевой системой точек.
Рассмотрим области
Ek = {w : arg ak < argw < arg ak+1}, k = 1, n, En+1 = E1.
Пусть θk =
1
pi
arg
ak+1
ak
, k = 1, n, θn+1 = θ1. Ясно, что
n∑
k=1
θk = 2.
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При k = 1, n обозначим через ξ = pi(w) ту ветвь многозначной аналитической функции
ξ = −i(e−i arg akw)1/θk , которая реализует однолистное и конформное отображение облас-
ти Ek на правую полуплоскость Re ξ > 0. Для внутреннего радиуса произвольной области
B ⊂ C относительно точки a ∈ B будем использовать обозначение r(B, a) (см. [5–7]).
Результаты и доказательства. Рассмотрим задачу о максимуме функционала
Jn =
n∏
k=0
r(Bk, ak), (1)
где n ∈ N, n > 2, An = {ak}nk=1 — n-лучевая система точек на единичной окружности,
{Bk}nk=0 — с. н. о., a0 = 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n.
В работе [5] (теорема 4) была получена точная оценка Jn на указанном классе с. н. о.
и систем точек An. В данной работе усиливается этот результат из [5].
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть n ∈ N, n > 2. Тогда для любой системы различных точек единичной
окружности An = {ak}nk=1 и любой с. н. о. {Bk}nk=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n, справедливо
неравенство
r(B0, 0)
n∏
k=1
r(Bk, ak) 6
[
n∏
k=1
θk
]1/2
41/n(2n)3n/2
(n2 − 1)n+1/n
(
n− 1
n+ 1
)2
.
Знак равенства достигается тогда, когда точки ak и области Bk являются соответст-
венно полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала
Q(w)dw2 = −(n
2 − 1)wn + 1
w2(wn − 1)2 dw
2.
Доказательство. При доказательстве теоремы 1 существенно используются идеи до-
казательства теоремы 4 из работы [5] и свойства разделяющего преобразования (см. [5–7]).
Повторяя рассуждения, приведенные в [10] при доказательстве теоремы 5.2.3, и учитывая
вышеуказанные определения для наборов областей {Ek}nk=1, функций {pik(w)}nk=1 и чисел
{θk}nk=1, получим неравенство для функционала (1)
Jn 6
(
n∏
k=1
θk
)1/2[ n∏
k=1
Ψ1(θk)
]1/2
, (2)
где Ψ1(x) = 2
x2+6xx
2+1(2− x)− 12 (2−x)2(2 + x)− 12 (2+x)2 , x ∈ (0, 2]. Равенство в неравенстве (2)
достигается для с. н. о. {Dk}nk=0 и системы точек {dk}nk=0 d0 = 0 ∈ D0, dk ∈ Dk, где dk
и Dk, k = 1, n, являются соответственно полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала Q(w)dw2 = −(n
2 − 1)wn + 1
w2(wn−1)2
dw2.
Аналогично [5] рассмотрим экстремальную задачу
n∏
k=1
Ψ1(θk) −→ max;
n∑
k=1
θk = 2.
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Ясно, что необходимые условия экстремума имеют вид
Ψ′1(θk)
Ψ1(θk)
= − λn∏
k=1
Ψ1(θk)
, k = 1, n (3)
(λ — фиксированное, вещественное число). Функция Φ1(θ) = Ψ
′
1(θ)/Ψ1(θ) убывает на про-
межутке (0, t0], 1,1 < t0 < 1,3, и возрастает на [t0, 2). По аналогии с работой [5] рассмотрим
функцию ∆1(θ) = Φ1(θ) − Φ1(2 − θ), θ ∈ (0, 2). Несложные вычисления показывают, что
функция ∆1(θ) положительна на множестве (0, 1). Обозначим θ0 = max
16k6n
θk. Пусть θ0 = θk0 ,
1 6 k0 6 n, k0 ∈ N. Допустим, что θ0 > 1, тогда θk 6 2 − θ0 < 1 для всех k = 1, n, k 6= k0.
Следуя работе [5], получим соотношения
Φ1(θ0) = Φ1(2− (2− θ0)) < Φ1(2− θ0) 6 Φ1(θk), k = 1, n, k 6= 0.
Последнее неравенство противоречит равенствам (3). Поэтому все θk ∈ (0, 1), k = 1, n.
Теперь рассмотрим вспомогательный функционал J˜n =
( n∏
k=1
θk
)−1/2
Jn. Из неравенства (2)
следует, что
J˜n =
[
n∏
k=1
Ψ1(θk)
]1/2
. (4)
Функция ln[Ψ1(x)] выпукла вверх на промежутке (0, t0], t0 > 1. Из свойств выпуклых фун-
кций получаем соотношения
n∑
k=1
1
n
lnΨ1(θk) 6 lnΨ1
(
1
n
n∑
k=1
θk
)
= lnΨ1
(
2
n
)
.
Тогда
n∏
k=1
Ψ1(θk) 6
[
Ψ1
(
2
n
)]n
.
Отсюда и из (4) приходим к выводу
J˜n 6
[
Ψ1
(
2
n
)]n/2
.
Возвращаясь к исходному функционалу (1) получаем окончательное неравенство
Jn 6
[
n∏
k=1
θk
]1/2[
Ψ1
(
2
n
)]n/2
.
Производя вычисления с учетом конкретного выражения функции Ψ1, получаем неравен-
ство теоремы 1. Утверждение о знаке равенства проверяется непосредственно.
Из теоремы 1 непосредственно получаем следующее утверждение.
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Следствие 1. При условиях теоремы 1 справедливо неравенство
n∏
k=0
r(Bk, ak) 6
(
4
n
)n ( 4
n2
)1/n
(
1− 1
n2
)n+1/n
1− 1n
1 +
1
n

2
.
Знак равенства достигается при условиях теоремы 1.
Следствие 1 получено в [5].
Доказательство следствия 1 вытекает из неравенства
n∏
k=1
θk 6 (2/n)
n и непосредствен-
ных вычислений. Метод доказательства теоремы 1 позволяет доказать следующий резуль-
тат.
Теорема 2. Пусть α ∈ (0, 1], n > 2, n ∈ N. Тогда для любой n-лучевой системы точек
An = {ak}nk=1 на единичной окружности и любой с. н. о. {Bk}nk=0, 0 ∈ B0, Bk ∈ ak, k = 1, n,
справедливо неравенство
rα(B0, 0)
n∏
k=1
r(Bk, ak) 6
(
n∏
k=1
θk
)1/2
2n
(
2
n
)n/2 (4α
n2
)α/n
(
1− α
n2
)n+α/n
1−
√
α
n
1 +
√
α
n

2
√
α
.
Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и области Bk являются соот-
ветственно полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала
Q(w)dw2 = −(n
2 − α)wn + α
w2(w − 1)2 dw
2.
Автор выражает искреннюю признательность А.К. Бахтину за постановку задач и руко-
водство работой.
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About some inequality for inner radii of nonoverlapping domains
The strengthening of some well-known inequality for inner radii of nonoverlapping domains is given.
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